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ETRIA EspaciaL

Relacéo de Euler
Em todo poliedro convexo é valida a relagdo seguinte:
V-A+F=2
em que V é o numero de vértices, A é o numero de arestas e F, 0 nimero de faces.

Observe os exemplos:

I I
I |
1 T
|
N | L -
V=8 A=12 F=6 V=12 A=18 F=8
8-12+6=2 12-18+8=2

Poliedros platdnicos
Diz-se que um poliedro é platénico se, e somente se:
a) for convexo;

b) em todo vértice concorrer o mesmo namero de arestas;
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c) toda face tiver o mesmo numero de arestas;

d) for vélida a relagdo de Euler.

Assim, nas figuras acima, o primeiro poliedro é plat6nico e o segundo, ndo-platénico.

Prismas

Na figura abaixo, temos dois planos paralelos e distintos, ** © A um poligono convexo R

contido em e uma reta r que intercepta # © 4 mas nio R:

r

Para cada ponto P da regido R, vamos considerar 0 segmento PP, paralelo aretar (Pe aﬁj:

Assim, temos:
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r
Chamamos de prisma ou prisma limitado o conjunto de todos 0s segmentos congruentes PP
paralelosar.
Geometria Espacial
Elementos do prisma

Dados o prisma a seguir, consideramos 0s seguintes elementos:

e bases:as regibes poligonais R e S

o altura:a distancia h entre os planos <& #

A8 BC ,CD,DE,EA, AR B'C, C'D, D'E

e arestas das bases:os lados ’E'*ﬂ"'( dos poligonos)

e arestas laterais:0s segmentos A4, BB, CC, DD EE
o faces laterais: os paralelogramos AA'BB', BB'C'C, CC'D'D, DD'E'E, EE'A'A

Classificacéo
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Um prisma pode ser:

e reto: quando as arestas laterais séo perpendiculares aos planos das bases;
« obliquo: quando as arestas laterais sédo obliquas aos planos das bases.

Veja:

S

ol Vg

prisma reto

prisma obliquo

Chamamos de prisma regular todo prisma reto cujas bases séo poligonos regulares:

trigngulo equildtero
hexégano regular

e a1

prisma regular hexagonal
prisma regular triangular
Observacdo: As faces de um prisma regular sao retangulos congruentes
Geometria Espacial
Seccao

Um plano que intercepte todas as arestas de um prisma determina nele uma regido chamada
seccao do prisma.

Seccao transversal é uma regido determinada pela intersec¢éo do prisma com um plano
paralelo aos planos das bases ( figura 1). Todas as secc¢des transversais sdo congruentes ( figura 2).
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o ]

figura 2

Tigura 1

Areas

Num prisma, distinguimos dois tipos de superficie:as faces e as bases. Assim, temos de
considerar as seguintes areas:

a) area de uma face (Ar ):area de um dos paralelogramos que constituem as faces;
b) area lateral ( A, ):soma das areas dos paralelogramos que formam as faces do prisma.

No prisma regular, temos:

AL =n. Ar (n=ndmero de lados do poligono da base)
c) area da base (Ag): area de um dos poligonos das bases;
d) area total ( At): soma da area lateral com a area das bases
Ar=A_+2Ag
Vejamos um exemplo.

Dado um prisma hexagonal regular de aresta da base a e aresta lateral h, temos:
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Ay =ak
A, = bah
Ay = Ja ;@ [drea do hexdgono regular |

Paralelepipedo

Todo prisma cujas bases sdo paralelogramos recebe 0 nome de paralelepipedo.Assim, podemos
ter:

b) paralelepipedo reto

a) paralelepipedo obliquo

Se o0 paralelepipedo reto tem bases retangulares, ele é chamado de paralelepipedo reto-
retangulo,ortoedro ou paralelepipedo retangulo.

Geometria Espacial

Paralelepipedo retangulo

Seja o paralelepipedo retangulo de dimensdes a, b e ¢ da figura:
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Temos quatro arestas de medida a, quatro arestas de medida b e quatro arestas de medida c; as

arestas indicadas pela mesma letra séo paralelas.

Diagonais da base e do paralelepipedo

Considere a figura a seguir:

H
G
D c dy = diagonal da base
c E dp = diagonal do paralelepipedo
4]
A a A

Na base ABFE, temos:

F
o
b b
‘ rme
A a B

No triangulo AFD, temos:

D
o
- P dy=d) vt =a’+b 4+t =d, = v 2P 40
F
A o
]

Area lateral
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Sendo A, a area lateral de um paralelepipedo retangulo, temos:

A =ac + bc + ac + bc = 2ac + 2bc =A. = 2(ac + bc)

Area total

Planificando o paralelepipedo, verificamos que a area total é a soma das areas de cada par de
faces opostas:

A7=2(ab + ac + bc)

Volume

Por definicdo, unidade de volume é um cubo de aresta 1. Assim, considerando um
paralelepipedo de dimensdes 4, 2 e 2, podemos decompd-lo em 4 . 2 . 2 cubos de aresta 1:

[l S S S

4

Entdo, o volume de um paralelepipedo retdngulo de dimensbes a, b e ¢ é dado por:

V =abc
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Como o produto de duas dimensdes resulta sempre na area de uma face e como qualquer face
pode ser considerada como base, podemos dizer que o volume do paralelepipedo retangulo é o
produto da area da base Ag pela medida da altura h:

Geometria Espacial
Cubo

Um paralelepipedo retdngulo com todas as arestas congruentes ( a= b = c) recebe o0 nome de
cubo. Dessa forma, as seis faces sdo quadrados.

Diagonais da base e do cubo

Considere a figura a seguir:

d.=diagonal do cubo

dy, = diagonal da base

Na base ABCD, temos:
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dy, a .:x‘f=.:;:2 +a2=2a2$da=aﬁ

No triangulo ACE, temos:

dl =a+d? =a’+2e* =% =d_ =23

Area lateral

A area lateral A é dada pela area dos quadrados de lado a:

T

E B e
E ‘AL=4a
a ) a

Area total

A area total At é dada pela area dos seis quadrados de lado a:
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E E AT:6a2
al pr--4-—Jc

Volume
De forma semelhante ao paralelepipedo retangulo, o volume de um cubo de aresta a é dado por:
V=a.a.a=a

Geometria Espacial

Generalizagdo do volume de um prisma

Para obter o volume de um prisma, vamos usar o principio de Cavalieri ( matematico italiano,
1598 - 1697), que generaliza o conceito de volume para sélidos diversos.

Dados dois s6lidos com mesma altura e um plano £, se todo plano . paralelo a £, intercepta
os solidos e determina sec¢des de mesma area, 0s sélidos tém volumes iguais:

wif Fe by = A, = =T,

Se 1 é um paralelepipedo retangulo, entdo V, = Agh.

Assim, o volume de todo prisma e de todo paralelepipedo é o produto da area da base pela
medida da altura:

Vprisma = Agh

Cilindro
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Na figura abaixo, temos dois planos paralelos e distintos, “* ® 4 um circulo R contido em &e

uma reta r que intercepta ¥ ® < mas ndo R:

Para cada ponto C da regido R, vamos considerar o segmento ﬁ, paralelo a reta r (e 4.

Assim, temos:
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Chamamos de cilindro, ou cilindro circular, o conjunto de todos os segmentos =" congruentes
e paralelosar.

Elementos do cilindro

Dado o cilindro a seguir, consideramos 0s seguintes elementos:

e bases: os circulos de centro O e O'e raios r

« altura: a distancia h entre os planos < % <

e geratriz: qualquer segmento de extremidades nos pontos das circunferéncias das bases ( por
exemplo, A4) e paralelo areta r

Geometria Espacial

Classificacéo do Cilindro
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Um cilindro pode ser:

« circular obliquo: quando as geratrizes sdo obliquas as bases;
« circular reto: quando as geratrizes sdo perpendiculares as bases.

Veja:

pl

|4

v

O cilindro circular reto é também chamado de cilindro de revolucéo, por ser gerado pela rotacao
completa de um retdngulo por um de seus lados. Assim, a rotacdo do retangulo ABCD pelo lado

Egera o cilindro a seguir:

F
A
A B
g=h
D C o
v

A reta £ contém os centros das bases e é o eixo do cilindro.

g

|

Seccéo

Secgdo transversal € a regido determinada pela intersecgdo do cilindro com um plano paralelo as
bases. Todas as secgdes transversais sdo congruentes.
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Secc¢do meridiana é a regido determinada pela interseccdo do cilindro com um plano que contém
0 eixo.

—

SECCAD meridians

Geometria Espacial
Areas
Num cilindro, consideramos as seguintes areas:
a) area lateral (AL)

Podemos observar a area lateral de um cilindro fazendo a sua planificagéo:
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. .
f - T
" |
l [ ixT M
. .

Assim, a area lateral do cilindro reto cuja altura é h e cujos raios dos circulos das bases sdo r é
um retangulo de dimensdes 27t € h:

A, = 2rrh

b) area da base ( Ag):area do circulo de raio r

zq3=ﬂ-?'2

c) area total ( At): soma da area lateral com as areas das bases

Ar=A;+ 24, =2rth+mr’ =2xrih+1)

Volume

Para obter o volume do cilindro, vamos usar novamente o principio de Cavalieri.

Dados dois s6lidos com mesma altura e um plano &, se todo plano & paralelo ao plano =,
intercepta os solidos e determina secc@es de mesma area, 0s sélidos tém volumes iguais:
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® ®

|'.'1"'.|II.III ,{J}?E.n.'l:l'a.l =.|.‘|:I'.|.2 j‘vl =1;ur2

Se 1 é um paralelepipedo retangulo, entdo V, = Agh.

Assim, o volume de todo paralelepipedo retangulo e de todo cilindro é o produto da area da
base pela medida de sua altura:

Vilindro = Agh

No caso do cilindro circular reto, a area da base é a area do circulo de raio r Ag=mr* :

portanto seu volume é:

a

>

|4

= ar’h

Geometria Espacial

Cilindro equilatero

Equipe Naticos: Belchior, Ismaigna, Jannine, Mikail e Renato. Pagina 17



ETRIA EspaciaL

Por: Renato Martins e Jannine Cunha Gomes
Todo cilindro cuja seccdo meridiana é um quadrado ( altura igual ao didmetro da base) é

chamado cilindro equilatero.

= N

h=2r

[—, —»l

A = 20201 =4 ar?

A=Ay +A, = 4wt + 2t

& ot

Cone circular

Dado um circulo C, contido num plano £, e um ponto V ( vértice) fora de &, chamamos de

cone circular o conjunto de todos os segmentos VEPEC,

- 4

Elementos do cone circular

Dado o cone a seguir, consideramos 0s seguintes elementos:
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 altura: distancia h do vértice V ao plano ¢

e geratriz (g):segmento com uma extremidade no ponto V e outra num ponto da
circunferéncia

o raio da base: raio R do circulo

« eixo de rotacdo:reta ¥* determinada pelo centro do circulo e pelo vértice do cone

Cone reto

Todo cone cujo eixo de rotacdo é perpendicular a base é chamado cone reto, também
denominado cone de revolucéo. Ele pode ser gerado pela rotacdo completa de um triangulo
retangulo em torno de um de seus catetos.

A

W

¢

Da figura, e pelo Teorema de Pitgoras, temos a seguinte relagdo:

g2=h +R;

Secgdo meridiana

A seccdo determinada, num cone de revolugédo, por um plano que contém o eixo de rotacao €
chamada sec¢@o meridiana.
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Se o triangulo AVB for eqiilatero, o cone também sera equilatero:

g =28

h=R.S3

Geometria Espacial
Areas

Desenvolvendo a superficie lateral de um cone circular reto, obtemos um setor circular de raio g e
comprimento /=27 K :

Assim, temos de considerar as seguintes areas:

a) area lateral (AL): area do setor circular
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b) area da base (Ag):area do circulo do raio R
Ay = aR*
c) area total (Ar):soma da area lateral com a &rea da base
Ar=A;+ Az =7 Reg+ 7 R* = dp = aR(g + &)
Volume

Para determinar o volume do cone, vamos ver como calcular volumes de sélidos de revolucéo.
Observe a figura:

d = distancia do centro de
4 gravidade (CG) da sua

* =
1
|
:
I
- 'E| superficie ao eixo e
:
1
I
<>
v

S=érea da superficie

Sabemos, pelo Teorema de Pappus - Guldin, que, quando uma superficie gira em torno de um
eixo e, gera um volume tal que:

V=121rgd3

Vamos, entdo, determinar o volume do cone de revolucdo gerado pela rotacdo de um triangulo
retangulo em torno do cateto h:
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d =
O CG do triangulo esta a uma distancia

L | e

do eixo de rotagdo. Logo:

i 1
Vo= 25 = 2?{.%,% =V, = E"Trgk

Dados um poligono convexo R, contido em um plano £, e um ponto V ( Vértice) fora de Z,
VP PeR

chamamos de piramide o conjunto de todos 0s segmentos

Elementos da piramide

Dada a piramide a seguir, temos 0s seguintes elementos:

e base: o poligono convexo R

« arestas da base: os lados % BC. CD.DE.E& 44 poligono

o arestas laterais: 0s segmentos
o faces laterais: os triangulos VAB, VBC, VCD, VDE, VEA

« altura: distancia h do ponto V ao plano

Classificacao
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Uma piramide é reta quando a projecao ortogonal do vértice coincide com o centro do poligono
da base.

Toda pirdmide reta, cujo poligono da base é regular, recebe o nome de pirdmide regular. Ela
pode ser triangular, quadrangular, pentagonal etc., conforme sua base seja, respectivamente, um
tridngulo, um quadrilatero, um pentagono etc.

Veja:

pirdmide regular hexagonal
pirdmide regular guadranoular

Observacdes:

1%) Toda piramide triangular recebe o nome do tetraedro. Quando o tetraedro possui como faces
triangulos equilateros, ele é denominado regular ( todas as faces e todas as arestas sdo congruentes).

tetraedro

tetraedro regular

2%) A reunido, base com base, de duas piramides regulares de bases quadradas resulta num octaedro.
Quando as faces das piramides sdo triangulos equilateros, o octaedro é regular.
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octaedro octaedro regular

Geometria Espacial

Secc¢do paralela a base de uma piramide

Um plano paralelo a base que intercepte todas as arestas laterais determina uma seccéao
poligonal de modo que:

e as arestas laterais e a altura sejam divididas na mesma raz&o;

e aseccdo obtida e a base sejam poligonos semelhantes;

o as areas desses poligonos estejam entre si assim como os quadrados de suas distancias ao
vértice.
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VA VB VT VD VE  k
VA VB VC VD VE H
drea A'B'CD'E k°
Grea ABCDE  H®

Relacdes entre os elementos de uma piramide regular

VVamos considerar uma piramide regular hexagonal, de aresta lateral | e aresta da base a:

MO =

| Sl %

FR RN TR

Assim, temos:

e A base da piramide é um poligono regular inscritivel em um circulo de raio OB = R.

a3

M = — { apdtema da base)

o A face lateral da piramide é um triangulo isésceles.
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VM ¢ o apdtema da pirBmide (altura de uma face lateral)

e Ostriangulos VOB e VOM séo retangulos.

Areas

Numa piramide, temos as seguintes areas:

a) area lateral ( AL): reunido das areas das faces laterais

b) area da base ( Ag): area do poligono convexo ( base da piramide)

c) area total (Ar): unido da area lateral com a area da base

At = AL +As
Para uma piramide regular, temos:
&
Ay =n ?g Ap=pa

em que:
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r I3

béaaresta

o e oapdtema

In € omumero de arestas laterais

p & o semipetime tro dabase

a € o apotema do poligone dabase
L9

Volume

O principio de Cavalieri assegura que um cone e uma piramide equivalentes possuem volumes
iguais:

CiHE Firvdmide

|—b &rea da base

_1 ) 1
" —g.ﬁrRk—}* o =§_ABh

Troncos

Se um plano interceptar todas as arestas de uma piramide ou de um cone, paralelamente as
suas bases, o plano dividira cada um desses solidos em dois outros: uma nova pirdmide e um tronco
de piramide; e um novo cone e um tronco de cone.

Vamos estudar os troncos.
Tronco da piramide

Dado o tronco de piramide regular a seguir, temos:

baze manor

altura b

Daze mEor

piramice

bronco da piramide
e as bases sdo poligonos regulares paralelos e semelhantes;

o as faces laterais sdo trapézios isdsceles congruentes.

Geometria Espacial
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Areas

Temos as seguintes areas:
a) area lateral (AL): soma das areas dos trapézios isosceles congruentes que formam as faces laterais

b) area total (At): soma da area lateral com a soma das areas da base menor (Ap) e maior (Ag)

At =A +AR+A,

Volume

O volume de um tronco de piramide regular é dado por:

Fr = %(‘qs + Ay + Az 4, ]

Sendo V o volume da piramide e V' 0 volume da pirdmide obtido pela seccao é valida a
relacéo:

Tronco do cone

Sendo o tronco do cone circular regular a seguir, temos:
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bage menor

o lronco do cone

bz manr

e as bases maior e menor séo paralelas;
« aaltura do tronco é dada pela distancia entre os planos que contém as bases.

Areas
Temos:

a) area lateral

2R
A =aR+r)g

b) area total

A=Ayt Ayt Ay = AR gt R+t = Ay = (R+r)g+ R 4]

Volume
V= E(ﬂ3+ Ay +4fdpdy )= E(m‘%2+ﬂrj +«.-'m‘?.2.m"2):~£f=%(ﬁg+r2 + Rr)

Sendo V o volume do cone e V' 0 volume do cone obtido pela seccdo séo validas as relagdes:
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4 _(HY v (H2Y
4 | I L

Chamamos de esfera de centro O e raio R o conjunto de pontos do espaco cuja distancia ao centro
é menor ou igual ao raio R.

rH
ook

Esfera

Considerando a rotacdo completa de um semicirculo em torno de um eixo e, a esfera é o solido
gerado por essa rotagdo. Assim, ela é limitada por uma superficie esférica e formada por todos 0s
pontos pertencentes a essa superficie e ao seu interior.

&

+
1
i

Volume

O volume da esfera de raio R € dado por:

V,=—mak

Partes da esfera
Superficie esférica

A superficie esférica de centro O e raio R € o conjunto de pontos do es[aco cuja distancia ao
ponto O é igual ao raio R.

Se considerarmos a rotagdo completa de uma semicircunferéncia em torno de seu diametro, a
superficie esférica é o resultado dessa rotacao.
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A érea da superficie esférica é dada por:

Ay =4 R

Zona esférica

E a parte da esfera gerada do seguinte modo:

A area da zona esférica é dada por:

5= 2mRhk

Calota esférica

E a parte da esfera gerada do seguinte modo:
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Cfp— &
%

A érea da calota esférica é dada por:

‘ 5= 2mRhk

Fuso esférico

O fuso esférico é uma parte da superficie esférica que se obtém ao girar uma semi-circunferéncia

A0 <

de um angulo < 27 em torno de seu eixo:

A area do fuso esférico pode ser obtida por uma regra de trés simples:

_AR

2

Ag-2r Ay

=4 = 2R* @ ( wem radianos)
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4":11;- =

Cunha esférica

Parte da esfera que se obtém ao girar um semicirculo em torno de seu eixo de um angulo
A0 @ 2m.
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O volume da cunha pode ser obtido por uma regra de trés simples:

—. ~RE¢?
V, -2 -
t F}:}Vﬁ =3—:‘>V =§_R3 & (e radiancs)

Vc - & ¢
4 s
v, - 360° FRa R
=V = =Fe = { e etn orang)
V.- ow 360° 2700

Equipe Naticos: Belchior, Ismaigna, Jannine, Mikail e Renato. Pagina 33



énnm Espacial
Por: Renato Martins e Jannine Cunha Gomes

Exercicios

1. (UFMG) Achar a &rea total da superficie de um cilindro reto, sabendo que o raio da base é
de 10 cm e a altura é de 20 cm.

2

Altura = 20cm

*

2. A piramide de Quéops, conhecida como a Grande Piramide, tem cerca de 230m de aresta na
base e altura aproximada de 147m. Qual é o seu volume?

230

3. A casquinha de um sorvete tem a forma de um cone reto. Sabendo que o raio da base mede 3
cme a altura é de 12 cm. Qual é o volume da casquinha?

L 2
Altura 12cm
L 4

4. Um liguido que estd num recipiente em forma de cone sera despejado em outro recipiente
que possui forma cilindrica. Se o raio da base dos dois recipientes for 25 cm e a altura dos
dois for 1m, que altura atingira o liquido no cilindro?
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5. Uma pirdmide tem a altura medindo 30 cm e &rea da base igual a 150 cm?. Qual é a area da
seccao superior do tronco desta piramide, obtido pelo corte desta piramide por um plano
paralelo a base da mesma, sabendo-se que a altura do tronco da pirdmide é 17 cm?
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